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Limites y continuidad

LIMITES

El concepto de limite es la base fundamental con la que se construye el calculo
infinitesimal (dife rencial e integral). Informalmente hablando se dice que el limite es el
valor al que tiende una funcion cuando la variable independiente tiende a un niimero
determinado o al infinito.

Definicion de limite

Antes de establecer la definicion formal del limite de una funcién en general vamos a
observar qué sucede con una funcion particular cuando la variable independiente tiende
(se aproxima) a un valor determinado.

Ejemplo:
Sealafuncién definidaper F(x)=x" -1,

En la tabla adjunta escribimos algunos valores para la variable independiente x, en el
entorno de 2, y calculamos los valores correspondientes de la funcién f (x):

X fx) Cuando x se aproxima a 2, tanto por la izquierda como

1.9 2.61 por la derecha, tomando valores menores o mayores que 2,

1.99 2.9601 £ (x) se aproxima, tiende, cada vez mas a 3; y cuanto mas

1.999 2.996001 cerca esta x de 2, o lo que es lo mismo, cuando la diferencia

1.9999 2.99960001 en valor absoluto entre x y 2 es mas pequefia asimis mo la

2.0001 3.00040001 diferencia, en valor absoluto, entre f(x)y 3 se hace cada

2.001 3.004001 vez mas pequeiia. (Estas diferencias se muestran en la

2.01 3.0401 tabla inferior derecha).

2.1 3.41 O sea, la funcion se acerca a un valor constante, 3, cuando
la variable independiente se aproxima también a un valor
constante.

e -2 |f(x) =3
11.9-2| = 0.1 2.61-3] = 0.39
11.99-2| = 0.01 2.9601-3 = 0.0399
11.999-2] = 0.001 2.996001-3| = 0.003999
11.9999-2| = 0.0001 2.99960001-3| = 0.00039999
2.0001-2| = 0.0001 [3.00040001-3 = 0.00040001
2.001-2 = 0.001 3.004001-3| = 0.004001
2.01-2] = 0.01 3.0401-3 = 0.0401
2.1-2| = 0.1 3.41-3| = 0.41

De lo anterior se deduce intuitivame nte que el limite de la funciéon f(x) cuando x tiende
a2, es 3.
Ahora, pasamos a dar la definicion formal de limite:
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Definicion épsilon-delta

Sea funa funcion definida en algin intervalo abierto que contenga a a. El limite
de f(x) cuando x tiende a a es L, y se escribe

Hmf(x) -7

Y —=
s el siguiente enunciade es verdadero:

Dada cualgquier £ > 0, sin importar cuan pequefia sea, existe una 4 » 0, tal que

50<|x-alKd = |f)-LKe

Nota: no es necesario que feste definida en a para que el limite exista.

L lim(2x+1) =9 2 lim (57 +8) =3 3.lim (7 - 3x) = -2
Drec
4. lim = 1o
=1 x+1

Soluciones

1. Solucion:
1iﬂ1(2x+ n=9

Puesto que 2x +1 esta definide para cualquier nimero real, cualgquier intervalo abierto

que contenga a 4 cumplira el pimer recquisito de la definicién epsilon-delta. Ahora, se
debe demostrar que

para cual quier £ > 0 existe una 4 > 0 tal que
g 0<|z-4K d = |(2x+N-9K ¢

< s 0zx-4Kd = |2x-8Keg

< s l0z-41Kd = 2|x-4Ke

< s0{z-4{d = |x-4Ki¢

El ultimeo enunciado indica que es adecuado tomar § = L& Con esta eleccidn de &
se establece el siguiente argumento:;

DL xmd[€ 8 =2 2| a4 €28 = | 20882 = [(Cx+ -9k 20
= |(2x+D)-9K & [yaqued=1ig
Azl ze haestablecido que st 4 = %E, el sigiente enunciade e cumple:

st 0jx-4K{Fd = |(Z2x+])-3K<¢
Esto demuestra que

liment 1y ="2:
A4



2. Solucion:

lim (5x +8) = 3

A——1

Puesto que Sx + 3 esta definido para cualquier nimero real, cualqmer intervalo abierto
que contengaa — 1 cumplira el primer requisite de la definicién & epsilon-delta Ahora, se
debe demostrar que

para cual quier £ > 0 existe una & > 0 tal que
a 0<|z+1Kd = |Gx+8)-3K¢

< s 0x+1Kd = |Sx+5Ke

< al{z+1<d = 5|z+1[K ¢

< sl arlRd = [xrlKiE

El ultimo enunciade indica que es adecuado tomar § =12 Con esta eleccidn de §
se establece el siguiente argumento:

D] =418 = SletlKId:= [2xt 308 = [Bxt8)+3[K 58
= |(5x+8)-3Ke [yaque d=1lg
Asi, se haestablecido que a1 § = Le, el sigiente enunciado se cumple:

s 0x+1<d = |(Gx+8)-3K¢

Esto demuestra que

3. Solucidn:
lim(? =3x) ==

Fuesto que 7 - 3x esta definido para cualquier nimero real, cualguier interval o abierto
fque contenga a 3 cumplira el primer recuisite de la definicién epsilon-delta. Ahora, se
debe demostrar que

para cual quier £ > 0 existe una 4 > 0 tal que

s 0<|z-3Kd = |(7-30+2Ke¢
“ s 0x-3Kd = |9-3xKe
< 50 x-3<d = 3x-3Keg {|3-x|9x-3
&y el x=30d = [keBde

El ultimo enunciado indica que es adecuado tomar § =1g Con esta eleccidn de §
se establece el siguiente argumento:

Q| xedid g slp= 5K a8 — 3| g le g0y | Gu sl 5
=  |(7-3x)+2]K38 = |(7-3x+2)Ke {yaqued=1g
Asi, se haestablecido que st § =1e, el sigiente enunciado se cumple:

s 0 x-3<d = |(7-3x0-(-2iKe

Esto demuestra que
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4. Solucion:
-1 _

im
==l xr+1

=2

Factorizando el numerador %, luege, simplificando, el limite se transformaria en:

-1 (xDa-1)
Lo e L

fimn =D =2
Cotmo x — 1esta definido ¥x e [, cualquier interval o abietto que contengaa —1
cutnplird con el primer requisite de la definicién épsilon-delta
Ahota, se debe demostrar que

Ve, 348 >0, ig:

g Dx+1<d = |(x-D+2|Ke
o8 0x+1Kd = |zx+1Ke¢
El altimo enunciade muestra que es adecuado tomar 8 = £ Con esta eleccidn de 4,
se establece el siguiente argumento:

D] x#]] o= [2¥1l3 0D Kd— |2l d—= |[(k=D+2[<E
Asi, se haestablecido que a1 4 = £, el siguiente enunciado se cumple:

g Dx+1<d = |(x-D+2|Ke

Esto demmuestra que

lim (x = 1) = =2, v por consiguiente que i
=1

Teoremas de limites

Para facilitar la obtencion del limite de una funcidon sin tener que recurrir cada vez a la
definicion Epsilon-Delta se establecen los siguientes teoremas.
Los teoremas se numeran consecutivamente para facilitar una futura referencia.

Teorema de limitel:
Si & es una constante y ¢ un niimero cualquiera, entonces

imk=k

A3

Teorema de limite2:
Para cualquier nimero dado «,

limx=a
e ]

Teorema de limite3:
Sim y b son dos constantes cualesquiera, entonces

li_x}n{mx +th=ma+h

Teorema de limite4:



=1 1i_r>11f(;{j= Loy 1i_1>11 gixi= M, entonces
(D) lim[f(x) ig(xj]: L

(1L 11ﬂ1[ (%) gx]=L
Sy L
| 75 -5
IV 11m[ (x}l]:ﬁ:i., k ez una constante

Teorema de limite5:

=1 1i_r>n Flxi=L v »esunentero positive, entonces
el HET = Il | =2

Teorema de limite6:

Si f'es un polinomio y a es un niimero real, entonces

lim 7(%) = f(a)
Teorema de limite7:

Sig es una funcién racional y a pertenece al dominio de ¢, entonces
lim g (x) = g (a)

Teorema de limite8:

=1 lim f{xy=1L ¥ »esunentero positive, entonces
A=

it 370 = | ofim 7 | = 4L

Procedimiento para calcular limites

Si es posible aplicar directamente las propiedades anteriores, el limite se calcula
directamente. Con respecto a las propiedades, como la propiedad 6 se aplica a cualquier
polinomio y las propiedades 1, 2,3,y 4 implican funciones polindmicas es indistinto que
nos refiramos a cada una de las propiedades 1 a 4 en particular que a la propiedad 6
cuando calculamos el limite de una funcién poliné mica. Lo mismo, la propiedad 7 se
aplica a una funcion racional y la propiedad 4 (III) también.

Cuando al sustituir la @ por x en la funcién nos da la forma indeterminada 0/0 es
posible calcular el limite pero, previamente, hay que transformar la formula de la
funcion de tal modo que, una vez hecha la simplificacion pertinente, se pueda evitar la
division por cero: para lograr esto disponemos de procedimientos algebraicos eficaces
como la factorizacion, la conjugada, etc.
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Ejercicios resueltos
Evalué los siguientes limites indicando la propiedad o propiedades que se aplican
en cada paso:

1.1}_1577 2.lxi_}mj(3x—?} 3_}‘%(;;2 +2x-1)
. dx=5 . P '
4.1 . fExtl x
}‘1313 Sx-1 5.1)‘191}1 r+3 B, KEE%."E 2x+3
2 _ s .' o
7. lim—gx2 B 8. lim x+8 9. fim ¥ET2 ~N2 V2
=4 25 -9+ 4 R =0 X
3 B F_c.3 8 _ 3
10,5y YEH 171 IRt TV
=0 X =34y 132" +4x -3 Fndgi= 16

Soluciones

1. Solucidén

Die acuerds con el Teorema de limitel

2. Solucion:
Fi(xy=3x-"F tienelaformmamx+ &, porlo que aplicatmos el Teorema de limites

lim(3x-7) =3(5) - 7=15-7,

3. Solucidn:
Fizy=x*+2x-1: funcién polinomial
fiy=2+2(-1=7

por lo tanto, segin el Teorema de limiteé:

4. Solucion:

Ffix = 452115 Sedomf, v f esunafuncién racional
_43-5_7 1
I A= -1 14 2

por lo tanto, aplicando el Teorema de limite?, se concluye que



